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1. Introduccién

En la primera parte de este trabajo hemos visto la forma intervalica y el vector de
clases de intervalos o ICV, que indica el contenido de un conjunto de notas en cuanto a
intervalos, es decir, clases de cardinalidad ¢ = 2. En esta segunda parte introduciremos
unas versiones avanzadas del mismo, que son el “Vector de Tipos de Tricordos” vy el
“Vector de Clases de Tricordos”, los cuales indican el contenido de un conjunto de notas
en cuanto a tricordos, es decir, tipos y clases de cardinalidad ¢ = 3. Estos tres vectores
han sido claves para elaborar la Tabla Periédica vista anteriormente, cuyo estudio
completaremos ahora con la informacidn relativa a los tipos de conjuntos y a los pares
de clases Z-relacionadas.

Por ultimo, veremos también las formas primas de Forte y de Rahn, ampliamente
utilizadas para representar las clases de conjuntos y que pueden obtenerse muy
facilmente a partir de la forma intervalica introducida aqui, lo que constituye otra de sus
interesantes propiedades.

2. Vector de Tipos de Tricordos: TTV

Para c =3 hay 12 clases de conjuntos, los tricordos, cuyas formas intervalicas primas,
ordenadas por ICV decreciente, pueden verse en la Tabla Periddica (Tabla 1). Todas ellas
tienen s = 1 salvo la 3-12, la triada aumentada, que tiene s = 3. Cinco de ellas son
inversionalmente simétricas, concretamente 3-1, 3-6, 3-9, 3-10y 3-12. Y cada una de las
otras 7 estd formada por dos tipos de conjuntos, relacionados entre si por inversion.
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Tabla 1. Tabla Periddica de las Clases de Conjuntos.

PERIODIC TABLE OF SET CLASSES
2. | 14 2 3 4 5 62

1B 2A 39 48 57 66

7 8 9 10 11 123
336 345 444
10 11

26

:
1425 1353 1335

12252 12225 12342 12243 12234 12423 12324 13224 12333 13233 22224 22233 22323

122232 122223 222222

33 | 34
1209202 | 1212222

32
122322

26* 28* 29 30 31
1291322 1292132 | 1202123 | 1220213 | 121213

32
1212213

35
1221222

10 11 12* 13 14* 15
8 15232 19223 142132 #2123 | 1%21232 | 142213
17 18 19 20 21 22 23 24 252 26 27 284 29
1301312 | 1321213 | 12212213 | 12212423 | 140022 | 1821222 | 1322122 | 12212202 | 12001200 | 12212012 | 12212122 | 12121212 1321223
2 3 6 7 8 9 10 11 123 Lui =
- = =, — —-£ uis Nuio, 2020
9 1723 19213 | 152123 | 12133 | 1Baz2 | 152122 | 1421222 | 132322 | 1tot212 | 13212212 | 122422422 i

www.harmonicwheel.com

1 .
www.ruedaarmonica.com

1 2 3 4 5 2
110 10- 9 5

193 1822 17212 182129 | 15213 14914)




Los dos tipos que forman una clase tienen el mismo ICV, pero una sonoridad diferente,
asi como una forma intervalica también diferente. Un claro ejemplo es la clase 3-11,
formada por las triadas mayor y menor, cuyas formas intervdlicas normales son,
respectivamente, {354} y {345}. En estos casos, al tipo de conjunto que tenga la menor
de ellas le Ilamaremos “tipo a” y al otro “tipo b”. Por tanto, la triada menor sera de tipo
ay la triada mayor de tipo b (ya que 345 es menor que 354). En total, para c = 3 tenemos
5+ 2x7 = 19 tipos de tricordos.

Para los conjuntos de mas de 3 notas podemos determinar cudntos tricordos de cada
tipo se pueden formar con sus notas. El resultado son 19 nimeros que forman el “Vector
de Tipos de Tricordos” o TTV. Por claridad, este vector lo escribiremos como dos grupos
de 9 y 10 numeros separados por un guion, el primero de los cuales corresponde a los
tricordos 3-1, 3-2a, 3-2b, 3-3a, 3-3b, 3-4a, 3-4b, 3-5a y 3-5b (los cuales contienen al
menos un semitono) y el segundo a 3-6, 3-7a, 3-7b, 3-8a, 3-8b, 3-9, 3-10, 3-11a, 3-11by
3-12 (los cuales no contienen ningun semitono). Por ejemplo, el TTV de la clase 4-28
(acorde de séptima disminuida) es (000000000-0000004000), ya que solo contiene 4
tricordos del tipo 3-10, que es la triada disminuida. El TTV de la clase 5-35 (escala
pentatodnica) es (000000000-1220030110), donde el primer grupo de nimeros son todos
ceros porgue esta clase no contiene semitonos, y el TTV de la clase 7-35 (escala mayor)
es (022002211-3441151330), donde los ultimos cuatro elementos indican que hay 1
triada disminuida, 3 menores, 3 mayores y ninguna aumentada.

Se ha comprobado que solo hay dos tipos de conjuntos con el mismo TTV, que son los
pertenecientes a la clase 6-14, el cual es (111222200-1110010221). Todos los demas
tipos tienen TTV diferentes, por lo que este vector caracteriza completamente su
sonoridad.

En las clases de conjuntos de mas de 3 notas que tienen dos tipos, la asignacién de los
tipos a y b ya no se hace segln su forma intervalica normal, sino que se asigna el tipo a
al que tenga mayor TTV, siendo el otro de tipo b. De esta forma, se demuestra que el
complementario de un tipo a es siempre un tipo b y viceversa [1]. La Unica excepcion
son los dos tipos de la clase 6-14, ya que tienen el mismo TTV, lo cual se indica en la
Tabla Peridédica mediante un superindice con el simbolo “=". Ademds, ambos son
autocomplementarios, es decir, cada uno es el complementario de si mismo. Entonces,
en este caso, si asignamos el tipo a al de menor forma intervéalica normal, es decir, al
gue tiene la forma intervalica prima. Con estos criterios la mayoria de las formas
intervalicas primas resultan ser de tipo a. Hay, sin embargo, excepciones, en donde la
forma intervalica prima es de tipo b, que son 6-10, 6-18, 7-11, 7-26, 7-28, 8-12 y 8-14,
todas las cuales ocurren para ¢ 2 6 y se indican en la Tabla Periddica mediante un
asterisco (*).

Por otra parte, los TTV de los tipos a y b de una misma clase de conjunto estan
relacionados entre si de una forma muy sencilla, de manera que podemos obtener el
TTV de uno de ellos a partir del del otro. Para ello solo hay que intercambiar los
elementos que corresponden a dos tipos de la misma clase de tricordo, tal como se
muestra en la Figura 2. Por ejemplo, para la clase {12414}, considerada en la Seccién 2
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del articulo anterior, si conocemos el TTV de su tipo a, que es (010001211-0001010110),
podemos obtener el del tipo b, que es (001002111-0000110110).
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Figura 2. Relacidn ente los TTV de los tipos a y b de una misma clase de conjunto.

3. Vector de Clases de Tricordos: TCV

De forma alternativa al TTV podemos definir también un “Vector de Clases de
Tricordos” o TCV, que indique cuantos tricordos de cada clase contiene un conjunto
dado de mas de 3 notas. Este vector constara de 12 elementos, los cuales se pueden
obtener facilmente del TTV, simplemente sumando los elementos que corresponden a
dos tipos de la misma clase de tricordo. Esta operacion se muestra en la Figura 3, donde
t1 ... ti9 son los elementos del TTV (cualquiera de los dos tipos, a 0 b) vy fi ... fi2 los
elementos del TCV. Asi, por ejemplo, el TCV de la clase 4-28 (acorde de séptima
disminuida) es (00000-0000400), el de la clase 5-35 (escala pentatdnica) es (00000-
1403020), el de la clase 7-35 (escala mayor) es (04042-3825160) y el de la clase {12414}
es (01032-0011020).
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Figura 3. Relacién entre la TTV y la TCV de una misma clase de conjunto.

Se puede comprobar que cada clase de conjunto tiene un TCV diferente, por lo que este
vector caracteriza completamente su sonoridad. Esto no ocurre con el ICV ya que, como
hemos visto, hay pares de clases con el mismo ICV o Z-relacionadas. En estos casos, la
que tiene mayor TCV diremos que es “dura”, ya que siempre tiene los intervalos
menores mas juntos, y la otra “blanda”. Ademas, se demuestra que la complementaria
de una clase dura siempre es blanda y viceversa [1]. En el caso particular de los
hexacordos (c = 6) esto implica que, si dos clases estan Z-relacionadas, cada una es la
complementaria de la otra. En la Tabla Periddica los pares de clases Z-relacionadas,
como ya se ha indicado, estan en la misma celda, ya que tienen el mismo ICV. Entonces,
para identificarlas, la dura se ha colocado en la parte superior.

Como ejemplo, consideremos las clases 5-712 y 5-736, cuyo ICV comun es (222121). Sus
TCV son, respectivamente, (02022-1200100) y (11102-1101110), por lo que la primera
es blanda (parte inferior de la celda) y la segunda dura (parte superior de la celda). Sus
formas intervalicas primas son, respectivamente, {12216} y {11235}, donde podemos
comprobar que la segunda tiene, efectivamente, los intervalos menores mas juntos (dos
“1” seguidos frente a dos “1” separados cuatro semitonos). Sus clases complementarias
son, respectivamente, 7-Z12 (dura) y 7-Z36 (blanda), pudiéndose comprobar que la
primera tiene los intervalos menores mas juntos. Ademas, la clase 5-736 esta formada
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por dos tipos, 5-Z36a y 5-Z36b, por los que sus complementarios son, respectivamente,
7-236b vy 7-736a.

4. Clases con el Mismo NUmero de Semitonos

Una ultima caracteristica de la Tabla Periddica es que, en cada periodo, las clases
gue tienen el mismo numero de semitonos (niUmero de “1” en la forma intervalica o el
primer elemento del ICV) se han representado con un mismo color de fondo. Y este color
se ha asignado también a sus clases complementarias. De esta manera, dada una forma
intervdlica prima es mas facil localizarla en la tabla. Por ejemplo, la forma intervalica
prima {12414}, considerada en la Seccién 2 del articulo anterior, tiene 5 notas y 2
semitonos, por lo que esta en el periodo 5, en las celdas de color azul, y es la clase 5-20.
Conviene sefialar que este grupo de celdas es uno de los mas numerosos, por lo que en
otros casos esta busqueda resulta mucho mas sencilla.

Enla Tabla 2 se muestra, para cada periodo, el nUmero de clases de conjuntos que tienen
el mismo numero de semitonos, es decir, el mismo color de fondo en la Tabla 1 (se ha
seguido una disposicion similar en ambas tablas). Asi mismo, para cada periodo se
muestra el niUmero total de clases, tipos y conjuntos de notas. Dado que también se ha
incluido la clase 0-1 (silencio), el nUmero total de conjuntos de notas es, légicamente,
212 = 4096, que pueden agruparse en 352 tipos o0 224 clases. Notense las simetrias que
hay entre los periodos complementarios.

Tabla 2. Numero de Clases, Tipos y Conjuntos de Notas.

Periodo Clases de conjuntos con el mismo ndmero de Semitonos Clases | Tipos Conj.
12111/10] 9 | 8171651432110 Notas
0- 1 1 1 1
1- 1 1 1 12
2- 115 6 6 66
3- 11417 12 19 220
4- 118128 29 43 495
5- 1/6[18|10] 3 38 66 792
6- 119191713 |1 50 80 924
7- 1/6[18|10] 3 38 66 792
8- 1/81]12)|8 29 43 495
9- 1147 12 19 220
10- 115 6 6 66
11- 1 1 1 12
12- 1 1 1 1
Total | 1 | 0 |1 |1 /6|5 (1619363647 [30)26] 224 352 4096

5. Formas Primas de Forte y de Rahn

Como hemos visto en la primera parte de este trabajo la forma intervalica que
hemos introducido aqui es realmente Util para representar los tipos de conjuntos, dadas
sus importantes propiedades. Sin embargo, en los listados proporcionados por Forte [2]
y Rahn [3] solo se incluyen las clases de conjuntos y se representan mediante sus propias




“formas primas”, que en la mayoria de los casos son iguales, pero no siempre. Lo mismo
ocurre en los listados de Straus [4], quien utiliza las formas primas de Rahn.

Por otra parte, estas formas primas no estan basadas en intervalos, sino en notas y
empiezan siempre por el Do. Por ejemplo, la forma prima, tanto de Forte como de Rahn,
de la clase 3-11 (triadas mayores y menores) es [037], es decir, las notas Do, Mib, Sol,
gue corresponden al acorde de Do menor. Y la forma prima de la clase 3-12 (triada
aumentada) es [048] (Do, Mi, Sol#). En otros casos, sin embargo, la forma prima no es
tan facil de reconocer. Por ejemplo, la forma prima, tanto de Forte como de Rahn, de la
clase 7-35 (escala mayor) es [013568A], que corresponde a la escala de Reb mayor. Esto
es consecuencia de los procedimientos utilizados por Forte y Rahn para obtener sus
formas primas, que por cierto son bastante laboriosos. Sin embargo, ambas pueden
obtenerse facilmente a partir de la forma intervalica vista aqui. A continuacion, veremos
como vy lo ilustraremos con el conjunto de notas [59A24], visto en la Seccién 2 del
articulo anterior, cuya forma intervalica es {41421}.

e Forma Normal de Rahn: tomamos la permutacion circular que corresponda al
nimero mayor, pero visto de derecha a izquierda (es decir, en “orden
colexicografico”), que es {21414}. Y ahora, empezando por “0”, escribimos las demas
notas separadas por los intervalos indicados en esa forma intervalica (salvo el
ultimo), es decir, [02378].

e Forma Normal de Forte: tomamos la permutacién circular que tenga el mayor
intervalo a la derecha vy, si hay varias opciones (como ocurre aqui, ya que hay dos
“4”), la que corresponda al nimero menor (visto de izquierda a derecha), que es
{14214}.Y ahora, empezando por “0”, escribimos las demas notas separadas por los
intervalos indicados en esa forma intervalica (salvo el ultimo), es decir, [01578].
Aunque en este caso las formas normales de Forte y de Rahn son distintas, en la
mayoria de los casos son iguales.

e Forma Prima de Rahn: hay que hallar las formas normales del conjunto dado y de su
inverso, y tomar la menor de ellas. La forma intervalica del conjunto inverso es
{12414}, que es también su forma intervélica prima. Su permutacion circular que
corresponde al nimero mayor visto de derecha a izquierda es {14124}, que da lugar
al conjunto de notas empezando por “0”: [01568]. Esta es también la forma prima
de Rahn, ya que es menor que [02378].

e Forma Prima de Forte: también hay que hallar las formas normales del conjunto
dado y de su inverso, y tomar la menor de ellas. Para el conjunto inverso, la forma
intervalica que tiene el mayor intervalo a la derecha y corresponde al nimero menor
es precisamente {12414}, que da lugar al conjunto de notas empezando por “0”:
[01378]. Esta es también la forma prima de Forte, ya que es menor que [01578]. De
nuevo, en este caso las formas normales de Forte y de Rahn para el conjunto inverso
son distintas, aunque en la mayoria de los casos son iguales. No obstante, siempre
coinciden en si la forma prima corresponde al conjunto dado o a su inverso. En este



sentido, la forma intervalica prima también suele coincidir con ellas, como ocurre en
este ejemplo, pero no siempre es asi.

La mayoria de las formas primas de Forte y de Rahn son de tipo a, pero algunas son de
tipo b, las cuales se indican en la Tabla Periédica mediante el superindice “+”.
Sorprendentemente, son justo las complementarias de las marcadas con “*” mas la 6-
14, por lo que todas ellas ocurren para c < 6.

Como se puede observar, dada la forma normal de Forte o de Rahn de un conjunto de
notas, no es nada obvio obtener, a partir de ella y sin usar la forma intervdlica, la
correspondiente forma normal de su inverso o su complementario. Y tampoco permite
determinar facilmente sus simetrias, ni inversional ni transposicional. Por tanto, lo mas
practico y sencillo es usar siempre la forma intervalica introducida aquiy, a partir de ella,
obtener las formas de Forte y de Rahn que sean necesarias.

6. Conclusiones

En la segunda parte de este trabajo se han realizado dos generalizaciones del vector
de clases de intervalos o ICV: el vector de clases de tricordos o TCV y el vector de tipos
de tricordos o TTV. EI TCV permite distinguir entre dos clases Z-relacionadas, por lo que
caracteriza la sonoridad de las clases de conjuntos. Y el TTV permite distinguir entre los
dos tipos de una misma clase, por lo que caracteriza la sonoridad de los tipos de
conjuntos, salvo el 6-14a y el 6-14b, que son los Unicos que tienen un mismo TTV.
Ademas, hemos visto una nueva utilidad de la forma intervalica, que es la obtencion de
las formas normales y primas de Forte y de Rahn.

Como resumen final diremos que en la Tabla Peridédica que se ha desarrollado aparecen
ordenadas todas las clases de conjuntos y permite ver, de un simple vistazo, sus
principales caracteristicas y las relaciones entre ellas. En particular, proporciona la
siguiente informacion: los nombres de Forte, los tipos de simetria inversional y
transposicional, las relaciones Z y las clases complementarias, las formas intervalicas
primas v la indicacion de su tipo (a o b), lo cual permite obtener las formas normales de
todos los tipos de conjuntos y, a partir de ellas, las correspondientes formas de Forte y
de Rahn. Ademas, dada una forma intervalica prima es facil localizarla en la tabla. Los
tres vectores ICV, TCV y TTV han sido claves para elaborar esta tabla.

7. Informacion Adicional

En la publicacion [1], ademas de la Tabla Periddica, se incluye un apéndice
matematico donde se obtienen las formulas que relacionan los ICV y los TTV de un
conjunto y su complementario, mediante las cuales se demuestran las afirmaciones que
se han dado aqui sin demostracién. Ademas, se incluye un segundo apéndice que es un
listado pormenorizado de las clases y tipos de conjuntos, donde se da, para cada uno de
ellos, la forma intervélica normal, la forma normal de Rahn (y la de Forte cuando es
diferente de ella), el nombre de Forte “extendido” (incluyendo el tipo, a 0 b, y su Z-
relacionado si lo tiene), el ICV y el TTV. La inclusién de este ultimo vector representa una
diferencia significativa con respecto a los listados publicados con anterioridad en la
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bibliografia. Puede encontrarse mas informacion sobre esta y otras materias similares
en la pagina Web www.ruedaarmonica.com o www.harmonicwheel.com.
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